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Introduction. 

Andreotti-Vesentini [AV], Ohsawa [Oh], Gromov [G], Kollar [K], entre autres, ont montre 
que la theorie de Hodge d'une variete kahlerienne compacte pouvait etre definie avec les 
memes proprietes dans le cadre L 2 si cette variete etait seulement complete. Par ailleurs, les 
theoremes d'annulation de la geometrie kahlerienne ou projective reposant sur la methode 
de Kodaira-Bochner-Nakano admettent par nature des versions L 2 (voir Androtti-Vesentini 
[AV] et [D]). On se propose ici de definir une cohomologie L 2 naturelle sur tout revetement 
etale d'un espace analytique complexe X, a valeurs dans le relevement de tout faisceau 
analytique coherent T sur X. Cette cohomologie a toutes les proprietes habituelles de la co- 
homologie des faisceaux sur X (suites exactes de cohomologie, suites spectrales, theoremes 
d'annulation, en particulier), et ces proprietes sont obtenues en incorporant l'information 
issue des estimees L 2 dans les preuves standards des resultats correspondants. La coho- 
mologie L 2 devrait offrir un cadre agreable pour etudier la geometrie des revetements, en 
fournissant un formalisme fonctoriel jouissant des proprietes attendues. Lorsque l'espace 
X de base est compact et que le revetement est galoisien de groupe T, on peut definir la 
T-dimension des groupes de cohomologie L 2 associes a un faisceau coherent sur la base. 
On etablit en particulier leur finitude et on etend le theoreme de l'indice L 2 de Atiyah 
dans ce cadre. Enfin, si X est projective, on a des theoremes d'annulation L 2 qui etendent 
naturellement les theoremes d'annulation usuels (theoreme de Kodaira-Serre, theoreme de 
Kawamata-Viehweg . . .). 

Dans [E] , P. Eyssidieux a annonce la construction d'une telle cohomologie, en utilisant 
des precedes voisins de ceux presentes ici. Notons aussi qu'un theoreme d'annulation L 2 
en cohomologie L 2 similaire a 4.1 est enonce par J. Kollar dans [K], 11.4. 
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§ 1. Norme £ sur les sections. 

1.0. Soit X une variete analytique complexe, T un faisceau analytique coherent sur X, 
et {7 un ouvert relativement compact de X. On dira que U est J- '-admissible s'il existe 
un ouvert de S'tein F contenant U et tel que Z7 soit relativement compact dans V, ainsi 
qu'un morphisme surjectif / : O v — > jF|y de faisceaux de C\/-modules sur Un tel 
morphisme sera appele une O-presentation de T . Si le fibre vectoriel trivial V x C r est 
muni d'une metrique hermitienne h, on definira, pour s G H (U,Ou) la norme ||s|| par 

: ||s|| 2 = / h(s, s)d(j> : ou ji est la forme volume d'une metrique fixee sur X. On notera 
Ju 

H^(U,O r ) l'espace vectoriel (de Hilbert) des s tels que ||s|| < +oo, et H^(U, T) := 
UH° 2) (U,G r )cH°(U,F). 

On notera que cet espace est independant des choix (h, fi, et meme / - voir ci-dessous) 
faits. On le munit de la norme L 2 quotient : pour a = f*(s) G H^^UjJ 7 ), on pose 

\\a\\ :=inf{|H| | =: / o s = a, s G H? 2) (V \ O r )} . 



1.1. Proposition. Si \\a\\ = 0, alors a = 0. Autrement dit, la semi-norme ainsi definie 
sur Hf-^UjJ 7 ) est une norme. De plus H^^UjJ 7 ) equipe de cette norme est un espace 

de Hilbert isometrique a l'orthogonal (Kerf*) 1 - de Kerf* : H^(U, O r ) — > (U, T) dans 

H° 2) (U, O r ), et (Kerf*) est ferme dans H° 2) (U, O r ). 

Demonstration. II suffit de montrer que Kerf* est ferme dans H^(U, O r ). Or ceci 

resulte du fait que la topologie I? est plus forte que la topologie de la convergence uniforme 
sur les compacts de U ([W], III. 7), et du fait bien connu que le noyau Ker /* : H°(U, O r ) — > 
H°(U, T) est ferme pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts (c'est le 
cas pour les sections a valeurs dans un sous- faisceau quelconque, [H], 6.3.5 et chap. 7). 

1.2. Definition. Deux espaces de Hilbert (E,hi) (i = 1,2) sur le meme espace sous- 
jacent E sont dits equivalents si les normes hi et hi deGnissent la meme topologie (ou 
encore : s'il existe < A < B tels que : Ah\ < hi < Bh\). 

1.3. Corollaire. A equivalence pres, 1 'espace de Hilbert {H^(U, J 7 ), \\ ||) est independant 
des choix (h;/j,;f) faits. 

Demonstration. Seule l'independance vis a vis de / merite d'etre verifiee : soient fi : 
Oy ^>T\y — >0 (i = 1, 2) deux O-presentations de T\y sur un V commun. Puisque V est 
Stein, il existe <p : Oy — > Oy , avec % ^ j, tel que fj°<fi = fi- 

Cette application fournit la continuite de l'application identique de H^(U, T) muni de la 
norme deduite de fi dans lui-meme muni de la norme deduite de fj. 
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1.4. Soit U' C U ; l'application naturelle de restriction : res : i/^ J 7 ) — > H® 2 ^(U' ,F) 
est continue, et compacte si E/ 7 <s £7. L'affirmation est en effet claire dans le cas de faisceaux 
localement libres, et le cas general s'en deduit. 

1.5. Soit u : T — > G un morphisme de faisceaux, et C7 un ouvert qui soit a la fois T- 
admissible et ^-admissible relativement a un meme ouvert de Stein V. On a alors un 
morphisme induit up) '■ H^^UjJ 7 ) — > H^(U,G) continu. En effet, soit / : O v — > 
une 0- presentation de T\y et (7 : (9y +s — > une 0- presentation de choisie en sorte 
que g o i = u o f , ouz: — ■> s est l'injection des r-premieres composantes. Alors 
le noyau du morphisme /* : O y ) — > H {U,!F) s'envoie par z dans le noyau de 

(7* : H^{U, Oy +s ) — > H°(U,Q), et on en deduit le morphisme it( 2 ) voulu par passage au 
quotient. De plus up) est injectif si u est injectif, et it( 2 ) est surjectif si -u est surjectif. 

1.6. Le foncteur T 1— > -£/|L (£/", JF) n'est en general pas exact. Pour le voir, on peut 
considerer par exemple le morphisme injectif u : Oq? Oc 2 ? s l— * z 2$- Alors le morphisme 
induit 

u {2) :H° 2) (U,0)^H° 2) (U,0) 

n'est pas d'image fermee sur la boule unite U = B(0, 1) C C 2 (on peut verifier que la 
section (1 — zi)~ 3 / 2 n'est pas dans L 2 (U), tandis que z 2 (l — z\)~ z l 2 est dans L 2 (U), et 
par suite z 2 (l — ^i) -3 / 2 est seulement dans l'adherence de l'image). Ceci montre qu'on ne 
peut pas avoir une suite exacte 

H? 2) (U, O c .) ^1 Hf 2) (U, O c .) - JT ( ° 2) (J7, O C x{0})- 

1.7. Le defaut d'exactitude du foncteur sections L 2 pourra etre pallie par l'observation 
suivante: soit 

une suite exacte de faisceaux admettant des O-presentations sur un ouvert de Stein V, et 
soient U' <<= U <<= V des ouverts de Stein. II existe une constante C > telle que pour tout 
element g dans le noyau de vp) '■ H^(U,G) — ► H^(U,H), on puisse trouver un element 
/ G H^U'.J 7 ) tel que up){f) = 9\u> et ||/||l2(c/') < C\\g\\ L 2 {u) . En effet, la topologie de 
H® 2 j(U,G) est plus forte que la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de 

U (induite par passage au quotient a partir d'une presentation O n — > G et de la topologie 
d'espace de Frechet sur H (U 7 O N )). On conclut a partir de la suite exacte d'espaces de 
Frechet 

H°(U, T) -> H°(U, G) -> H°(U, H) 
et du fait que le morphisme de restriction H°(U,J-') — > H^(U' , JF) est continu. 

1.8. Remarque. Les notions d'espaces de sections L 2 peuvent egalement etre definies de 
maniere analogue pour un espace analytique X arbitraire (reduit ou non), en plongeant 
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localement l'ouvert de Stein V C X dans un espace ambiant lisse C , et en considerant 
l'extension triviale Q du faisceau T\y a (telle que Q\c N \v = 0). Les normes L 2 pour 
un ouvert U <<=V sont alors calculees en travaillant sur un ouvert de Stein U' <<= tel que 

u'nv = u. 

§ 2. Image directe I? . 

2.0. Conventions. Soit X un espace analytique complexe et pj. X — > X un revetement 
etale de X. Soit T un faisceau analytique coherent sur X et JF := p*T son relevement 
a X. Si U <^V sont des ouverts de X avec F Stein et / : O v — > JF^ une 0-resolution 
de JF sur V, on notera : U =: £> _1 (L") ;V := £> _1 (V) ; et / : O— — > JF~ les relevements 

correspondants a X. 

On dira que V est p-simple si chaque composante connexe de V est appliquee par p sur 
une composante connexe de V, bijectivement. On supposera cette condition satisfaite. 
Soit h une metrique hermitienne sur le fibre trivial VxC r associe a Oy , et h son relevement 
a V x C r , associe a 0L. 

Ceci permet de definir la notion de norme I? pour s G H°(U, JF), grace a la definition de 

1.0. et aussi H^(U,!F) qui, muni de cette norme, est un espace de Hilbert. De plus, les 

arguments du § 1 montrent que l'espace de Hilbert [H^(U,!F), || ||) est independant des 
choix (V, /, h, p) faits, a equivalence pres. 

2.1. Definition. Soit W un ouvert de X, et W =: p" 1 ^). Soit s G H°(W,F). On 
dit que § est localement L 2 sur X si, pour chaque x G W, il existe des voisinage ouverts 
£/"(<= V^de^x dans X, avec V Stein et p-simple, tels que la restriction de s a U soit dans 

2.2. L'ensemble, note : H® 2 ^ \ oc (W,J-) des s de H°(W, J 7 ) qui sont localement L 2 sur X 
forme clairement un espace vectorielj:omplexe. On a^de plus, des applications naturelles 
de restriction resw,w '■ loc (W", JF) — > H^(W',^F) pour W D W, ouverts de X, et 
done un prefaisceau a valeurs dans la categorie des espaces vectoriels complexes : 

II est immediat de verifier que ce prefaisceau est un faisceau d'espaces vectoriels complexes 
sur X. 

2.3. Definition. Le faisceau ainsi defini : W — > loc (W, JF) sur X est note p*(2)F ; il 
est appele le faisceau image directe L 2 de T par p. 

2.4. On munit maintenant naturellement (p*(2)-F) d'une structure de Ox-module comme 
suit : si s G loc (W^,.F) represente un germe de section de (p*(2)-F) en x G W, et si 
V? G H°(W, O w ), alors (p*ip ■ s) G H? 2) loc (W, T), qui est done un H°(W, CV)-module. 
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2.5. Remarque. Le faisceau p*(2)(^") n'est en general coherent que si p est fini, auquel 
cas il se reduit a l'image directe p^jF usuelle. Si p est infini et T ^ 0, alors p*(2)(.F) n'est 
jamais coherent. 

2.6. Proposition. Soit T — > £ — > une suite exacte dejaisceauxyoherents^analytiques 
sur X ; alors la suite naturelle d'images directes L 2 : p*(2)F — > P*(2)G ~^ P*(2)7~L es t exacte. 
(Autrement dit : le foncteur d'image directe I? par p est exact). 



Demonstration. Soit V un ouvert p-simple sur lequel J 7 , Q et H admettent des 0- 
presentations. et U' <&U <^V des ouverts de Stein ^onnexes comme dans 1.7. Toutes 
les composantes connexes U'a d Uj <<= V} de U', U, V sont alors en isomorphisme avec 
U' <<= U d V. II existe par consequent une constante C independante de j telles que les 
sections gj du noyau de H^(Uj,Q) — > H^(Uj,H) se relevent en des sections /_,• de 

^ ( °2)(^j, J 7 ), avec ||/j||L2(c/j) < C||^||l 2 ([/ 3 )- Toute section g = 0^ dans le noyau 

de # ( ° 2) (£/,£) -> Hf 2) {U,H) se releve done en une section / = G # ( ° 2) (t7',.F) 

dans L 2 (t7')- 

2.7. Corollaire. On a un isomorphisme naturel de faisceaux de Ox-modules : 

V : P*(2)^ 7 ^ {P*(2)0x) ®°x 

Demonstration. C'est immediat a partir des definitions lorsque T est localement libre. 
En general, on conclut a partir de l'exactitude du foncteur image directe L 2 , par recurrence 
sur la longueur d'une resolution libre (locale) de T sur X. 

2.8. Exemple : Supposons que T admette une resolution finie localement libre (si X 
est projective, c'est toujours le cas, par un resultat de J.-P. Serre) : — > C n — > C n -i — > 
■ ■ ■ — > Co — > JF — > 0. Alors : p*(2).F admet une resolution finie de meme longueur par des 
faisceaux localement de la forme (p*( 2 )0~) Qr : 

-> p*(2)£n -> > P*(2)£(D ->■ P*(2)-^ ~> 0. 

Lorsque X est projective, les peuvent etre pris de la forme : 

r 

£ = 00x(aj), djGZ 

et on a done : 

r 
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2.9. Proposition. Soit Y un sous-espace de X, T' un faisceau analytique coherent sur 
son extension par sur X \ Y (image directe par Vinjection i : Y — > X). 
Alors, si p' : Y := p~ l (Y) — > Y est le revetement etale de Y induit par p : X — > X , on a 
P*(2)^ r = ^*{p'*{2)^') ou i :Y ^ X est Vinjection naturelle. 

Demonstration. On observe d'abord que si V est un ouvert de Stein simple dans X et si 
U (e V est un voisinage dans X d'un point x EY (resp. U' d Y fl U un voisinage de x dans 
Y), on a un morphisme de restriction continu H^(U,J-) — > H^(U' , JF'). En considerant 

les sections sur les revetements £7 et E/ 7 puis en passant a la limite inductive sur U et U', on 
en deduit qu'on a un morphisme de restriction p*^)^ ^*(p*(2)^ 7 ') continu. II s'agit en 
fait d'un isomorphisme. En effet, prenons des voisinages ouverts de Stein U, U\ de x dans 
X (resp. U' de x dans Y), tels que f/if/iiVet FflC/ii On a un homomorphisme 
surjectif d'espaces de Frechet H (Ui, T) — > H {Y DE/i, JF'), qui est par suite un morphisme 
ouvert. Pour toute section s' de JF' sur ET"', on peut alors trouver une section s de JF sur 
U\ telle que S|y n [/i = s '\YnU! et ll s IU°°(t/) — CII^'IIl 00 ^) pour un certain U[ <&Y C\Ui. Au 
niveau des normes L 2 , ceci implique ||s||l 2 (jj) < C|I s '||l 2 ([/')- On concm t en passant aux 
sections sur les revetements U et U'. 



§3. Cohomologie X . 

3.0. Les conventions sont celles de 2.0. 

3.1. Definition. Soit W un ouvert de X . On definit la cohomologie L 2 de W a valeurs 
dans T comme etant celle du faisceau {p*(2)F) sur W . On note alors H^(W, F) (q > 0) 
le q-ieme groupe de cohomologie ainsi dehni. 



3.2. Theoreme. Soit O^F^Q^H^O une suite exacte de faisceaux analy- 
tiques coherents sur X . On peut lui associer une suite exacte longue de cohomologie L 2 , 
fonctorielle en JF 

-> ff° , (X, T) -> • • • - H\ 2) (X,F)^ Hfa (X, H) -> H^ 1 (X, £)->••• 



Demonstration. Cette suite exacte resulte immediatement de l'exactitude du foncteur 
p*(2) et des proprietes usuelles de la cohomologie. 

3.3. Proposition. Soit un diagramme commutatif 

f 



Y 



X 



p 



P 



Y 



f 



X 
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oii les Heches verticales sont des revetements, f : Y — > X un morphisme analytique et 
p' : Y — > Y le revetement image inverse de p par f. Soit T un faisceau analytique coherent 
sur Y. Alors pour tout q > on a la formule de commutation 

P*(2){R q f*F)= R q Up' <2) ?). 



Demonstration. Les deux faisceaux en question sont les faisceaux associes au prefaisceau 

et ces deux prefaisceaux coincident par definition de la cohomologie L 2 . [] 

3.4. Isomorphisme de Dolbeault. On suppose que X est une variete lisse, que T est 
localement libre, et on note F le fibre vectoriel (suppose muni d'une metrique hermitienne) 
associe sur X. Soit T r,q le faisceau des formes differentielles v de type (r, q) a valeurs dans 
F et a coefficients Lf oc sur X, telles que dv soient aussi L 2 oc . Soit p*(2)T r ' q le (pre)faisceau 
sur X defini par U — > loc {U, J rr,q ), image directe L 2 de T r,q sur X, a savoir le faisceau 

des formes differentielles qui sont L 2 localement au dessus de X, sur les ouverts de la 
forme U = p -1 (£/"). L'operateur d fournit un complexe de faisceaux sur X 

- P* { 2)F - P*(2)^°' • • • A >P*(2)F°> q - P*(2)F°' q+1 - • • • - P * { 2)F ' n - 0. 

Ce complexe est exact, en vertu du theoreme d'existence de Hormander-Andreotti-Vesen- 
tini pour^les solutions L 2 de l'operateur d: en effet, on va appliquer ce theoreme sur des 
ouverts U qui revetent un ouvert de Stein U C X quelconque, en prenant une metrique 
kahlerienne u sur X et des poids de la forme <p = <p o p, ou <p est choisi en sorte que 
id dip + Ricci^, + Courburei? > ui. Pour toute forme w telle que dw = 0, on voit alors que 
l'equation dv = w admet une solution v telle que \\v\\ < \\w\\ en norme L 2 . 

On obtient ainsi une resolution fine de p*(2)J~ (P ar des faisceaux de modules sur le 
faisceau d'anneaux des fonctions C°° sur X), de sorte que le complexe de Dolbeault L 2 
calcule bien la cohomologie L 2 definie en 3.1. Nous pouvons enoncer: 

3.5. Proposition. (Isomorphisme de Dolbeault) Soit X une variete analytique complexe, 
T un Ox-module localement libre sur X , et (L ^ i oc (^' ^) ^ e com P^ exe des (0, q)-formes 

sur X , a valeurs dans T et localement L 2 sur X ainsi que leur d. Alors la cohomologie de 
ce complexe s'identihe a H^(X, J 7 ). 

Comme dans la situation classique, l'isomorphisme de Dolbeault fournit un moyen 
commode pour prouver des theoremes d'annulations. 
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3.6. Theoreme. Soit T un faisceau coherent sur un espace complexe X . 

a) Si U est un ouvert de Stein, alors H^(U,F) = H q {U,p^(2)J z ) = pour q > 0. 

b) Soit W C U une paire de Runge d'ouverts de Stein, alors le morphisme de restriction 
H® 2 ^(U,iF) — > H^(W,!F) est d'image dense pour la topologie de la convergence L 2 
au dessus des compacts de W. 

Demonstration. Rappelons qu'une paire d'ouverts de Stein W C U est dite de Runge si 
l'enveloppe holomorphe convexe de toute partie compacte de W relativement a l'algebre 
des fonctions holomorphes sur U est compacte dans W. On sait alors que l'image du 
morphisme de restriction 0(U) — > 0(W) est dense, et que pour tout compact K de W 
il existe une fonction d'exhaustion strictement plurisousharmonique <pk sur X telle que 
l'ensemble de niveau X c = {(px < c} verifie K C X c m W . Le theoreme 3.5 se prouve en 
3 etapes. 

Etape 1. X est lisse et T est localement libre. 

Dans ce cas, il sufht d'utiliser l'isomorphisme de Dolbeault 3.4, et d'appliquer le theoreme 
de Hormander-Andreotti-Vesentini ([H], [AV]) avec des poids plurisousharmoniques <p sur 
U a croissance arbitrairement grande lorsqu'on s'approche du bord de U, de maniere a 
faire converger les normes L 2 . L'assertion sur les paires de Runge se demontre comme les 
theoremes 4.3.2 et 5.2.10 de Hormander [H], en utilisant des poids de la forme e~ N(pK , 
N ^> 0, pour assurer la convergence uniforme des approximations au voisinage de K. Bien 
entendu, cette etape permet aussi de couvrir le cas oil U est un ouvert de Stein dans un 
espace X quelconque, il sufht de plonger V dans un espace de Stein ambiant lisse et de 
prolonger le faisceau T par en dehors de X . 

s 

Etape 2. L 'ouvert U est contenu dans un ouvert de Stein simple V sur lequel T admet une 
resolution libre. 

Soit 

— > C n — > C n -i — > C n — > . . . — > Cq — > T 

une resolution libre de T . On raisonne par recurrence sur la longueur n de la resolution. 
Si n = 0, alors T est libre et on applique l'etape 1. En general, soit Q le noyau de £ J 7 . 
Alors Q admet une resolution libre de longueur n — 1, et par hypothese de recurrence on 
a H^(U, Q) = pour q > 0. La suite exacte 

fournit une suite exacte longue de cohomologie 

= H« 2) (U,£o) - H q {2) {U,F) - H^\U,g) = 0, q > 0, 

ce qui conclut la recurrence. Le fait que le morphisme H%^{W , Cq) — > H^(W , J 7 ) soit 
surjectif ramene l'assertion sur les paires de Runge au cas d'un faisceau localement libre. 

s 

Etape 3. Cas general. 
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On utilise la classique "methode des bosses" d'Andreotti-Grauert. Pour cela, on choisit 
un recouvrement localement fini U = {Jj eN Uj assez fin de U, par des ouverts Uj ayant les 
proprietes suivantes: 

• Uj est un ouvert de Stein relativement compact dans U, et (Uj,U) est une paire de 
Runge ; 

• Vj = Uq U U\ U . . . U Uj est un ouvert de Stein et (Vj, U) est une paire de Runge. 

On choisit le recouvrement (Uj) assez fin pour que chaque Uj soit contenu dans un ouvert 
de Stein simple sur lequel T admet une resolution fibre. On demontre maintenant par 
recurrence sur j que 

(&j) H q (2) (Vj, f) = Q pour tout q > 0, 

(bj) Si W C Vj est une paire de Runge, alors la restriction H^^Vj,^ 7 ) — > (W, J 7 ) est 
d'image dense. 

Pour j = on a Vq = Uq et (ao), (bo) resultent de l'etape 2. Pour passer de l'etape j a 
l'etape j + 1, on utilise la suite exacte 

• • ■H q { - 1 (V j ,^) © H«- ) 1 (U j+1 ,?) - Hl-\Vj n U j+ i,7) 
Hl 2) (V j+u T)^Hl 2) (Vj^)®Hl 2) (Uj +1 ^) ^H« 2) (VjnU j+ll F) 

qui resulte de l'application de la suite exacte de Mayer-Vietoris au faisceau (p2)*J~- Pour 
q > 2, l'etape 2 et l'hypothese de recurrence entrainent 

H? 2) \VjnUj +u ?) = Hl 2) (Uj +1 ^) = 0, resp. H« 2) (Vj, J 7 ) = 0, 

d'ou JF) = 0. Si q = 1, on utilise de plus le fait que la restriction H^(Vj, T) — > 

H^ 2) (Vj n JF) est d' image dense pour voir que le morphisme continu 

H Q {2) (Vj n U j+1 ,F) -> if ( 1 2) (y J+1 ,^) 

est necessairement nul. Ceci implique alors iy^(V^ + i, JF) = et l'assertion (a J+ i) est 
demontree. 

L'assertion (b^+i), quant a elle, s'obtient comme suit. Soit W C Vj+i une paire de 
Runge. Alors W fl Vj ■ C V 3 et W fl L/j+i C Uj+\ sont des paires de Runge pour lesquelles 
on peut appliquer l'hypothese de recurrence (bj), resp. l'etape 2. Si s est une section de 
H^(W, J 7 ), on peut approximer s en topologie L 2 au dessus de tout compact de W fl Vj, 
resp. de W fl L/j+i, par des sections Sj £ H^(Vj,^F), resp. tj + ± £ H^(Uj + i,!F). La 
difference Sj — tj+i definit un 1-cocycle de Cech sur Vj+± relativement au recouvrement 
(Vj, Uj + i). Comme H^(Vj+i,iF) = 0, on a un morphisme surjectif d'espaces de Frechet 

ff ( ° 2) (Vj , J 7 ) © H° 2) (U j+1 , f) -> # ( ° 2) (V j+1 , T) . 
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Or, si Sj et tj+i sont des approximations suffisamment bonnes de s, la difference sj — 
peut etre choisie arbitrairement petite dans la topologie de l'espace de Frechet but. D'apres 
le theoreme de Papplication ouverte, on peut trouver des sections <jj G H^(Vj,iF) et 

Tj + i G H^(Uj + i, T) arbitrairement petites telles que Oj — Tj + ± = Sj — tj + i sur Vj fl Uj+i- 
Alors Sj —Oj et tj+i — Tj + i se recollent en une section sur Vj + i = VjUUj + i qui approxime 
s d'aussi pres qu'on veut sur W. Un raisonnement standard de passage a la limite a la 
Mittag-LefHer permet d'atteindre la nullite de la cohomologie sur U = (J Vj et le theoreme 
de Runge pour la paire W C U a partir du theoreme de Runge sur les paires VFflVj C V}+i, 
V j+1 C V j+2 , • • ., etc. 

3.7. Corollaire. Soit U := (Ux)\eA un recouvrement ouvert localement Gni de X par 
des ouverts de Stein U\. Ce recouvrement est alors de her ay pour p*(2)F et on a un 
isomorphisme naturel : 

ou H* 2 ^(U,iF) := H*(U,p*(2)iF) est la cohomologie de Cech de p*(2)F relative au recou- 
vrement U de X. 

3.8. Explicitons l'assertion de 3.7 : soit N q (U) le g-nerf du recouvrement U, constitue des 
intersections non vides de (q + 1) des elements de U, et soit loc (U,iF) le groupe des 

g-cochaines a valeurs dans iF, definies sur les ouverts = p _1 (W( g )) et localement L 2 au 
dessus de U( q ) G N q (U), avec les applications de cobord 

usuelles. Alors H* 2 ^{U,f) est la cohomologie du complexe ainsi defini. Les espaces 

C(2) loc^'^) sont naturellement munis de la topologie de la convergence en norme L 2 
au dessus des compacts p-simples contenus dans les U( q ) (on ne prend bien entendu en 
compte simultanement qu'un nombre fini de ces intersections), ce qui en fait des espaces 
de Frechet. On munit H* 2 ^(U,F) de la topologie quotient correspondante (qui n'est pas 
necessairement separee) . 

3.9. Designons par B q 2 ^(U,f) et Z q 2 ^(U,f) respectivement l'image de 5 q -i et le noyau 
de 5 q (avec B^{U, f) = 0). On a alors une suite exacte 

- H q 2) (W, f) - H q (2) (W, f) - H\ 2) (U, f) - 0, 

ou B q 2 ^(U,iF) est l'adherence dans Z q 2 ^{U,T) de B q 2 ^(U,iF) et 

H q 2) (U,f)= B\ 2) (W, f) /B q 2) (W, f) , H\ 2) (U,f)= Z q 2) (U, f) /B\ 2) (U,f). 
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L'espace _fZ"( 2 ) (W, JF) est par definition un espace de Frechet, mais H^(JA,T) est muni de 
la topologie grossiere et, s'il est non nul, la cohomologie L 2 n'est pas separee. On va voir, 
cependant, que la topologie de H'L-. (U, J 7 ) est essentiellement independante du choix du 
recouvrement. Soient en effet W, U des recouvrements de Stein de X. On suppose W plus 
fin que U et muni d'une application de rafiinement p vers U. Alors, dans le diagramme 
commutatif associe (q > 0), 

> H\ 2) {U,F) > Hl 2) {U,F) > H q {2) {U,F) > 



p 



p 



v H* 2) (U',f) ► H* 2) (U',f) > H\ 2) {U',T) > 

les applications verticales p, p, p sont des isomorphismes topologiques (d'espaces de Frechet 
en ce qui concerne p). En effet, si (pour simplifier) on designe par (C, 5) et (C',5') les 
complexes de Frechet impliques, l'isomorphisme de Leray implique que p est un isomor- 
phisme algebrique, et il est clair par ailleurs que l'application de restriction p : C — > C 
est continue. On a alors une application surjective 5' © r : C © Z — > Z' entre espaces de 
Frechet. Le theoreme de l'application ouverte montre que cette application est ouverte, 
et il en est done de meme pour l'application induite p : H = Z/5C — > H' = Z'/S'C. 
Ceci montre deja que p est un isomorphisme topologique. L'assertion pour p et p s'en 
deduit immediatement, puisque B_ est la partie grossiere et H le quotient separe de la 
cohomologie. Ceci nous mene a la definition suivante. 

3.10. Definition. L'espace de cohomologie H^ 2 JX,J r ) (q > 0) est muni d'une topologie 
naturelle pour laquelle, si H_ q ^(X, JF) est l'adherence de 0, alors 

H\ 2) {X,F) = Hl 2) {X,F)/Hl 2) {X,F) 

est un espace de Frechet. On appellera H q ^ 2 ){X \J-) (resp. H q ^ (X, J 7 )) la cohomologie 

L 2 separee de X a valeurs dans T {resp. le noyau de la cohomologie L 2 de X a valeurs 
dans T ) . 

3.11. Remarque. Par construction, les objects H_ q 2 ^ (X, T) et H-\ 2 ) (X, T) sont fonctoriels 
en T et X. 

3.12. Remarque. II resulte immediatement de 2.9 que si T est supporte par la sous- 
variete Y de X, alors : H* 2 ^(X , JF) i— > H* 2 ^(Y, JF) est un isomorphisme topologique. 

3.13. Remarque. Si X est un espace compact, on peut choisir un recouvrement ouvert 
fini U = (Uj) fini par des ouverts de Stein p-simples, puis retrecir un peu chacun des 
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ouverts Uj en des ouverts U" d U', d C/j tels que E/' et t/j' soient de Runge dans Les 
morphismes de restriction donnent lieu a des fleches 

ou les termes extremes sont des espaces de Frechet et le terme central un espace de Hilbert 
(on prend sur ce terme la topologie L 2 globale sur U'). En cohomologie, on un isomorphisme 
entre les termes extremes, ce qui prouve que la cohomologie du terme central se surjecte sur 
cette cohomologie. La cohomologie separee H 9 2 ^(X , J 7 ) possede done alors une topologie 
d'espace de Hilbert. 

3.14. Remarque. Supposons maintenant que X soit une variete compacte lisse et que 
J 7 soit un faisceau analytique localement libre sur X. Les arguments de [G] s'appliquent 
encore dans ce contexte et montrent que si Z^(X,J 7 ) C C^(X,J 7 ) est le noyau du 

d, alors : (Z°$(X, JF)/(Imd)) s'identifie a 1' espace de Hilbert (par ellipticite de d) des 
formes A^harmoniques de type (0, q) et L 2 sur X a valeurs dans T . On voit, de plus, que 
H°^(X, J 7 ) s'identifie canoniquement a la cohomologie reduite H^ 2 )(X, J 7 ) definie en 3.10. 

3.15. Corollaire (dualite de Serre). Soit X une variete complexe compacte lisse, et T 
un faisceau analytique coherent localement libre sur X . Soit p : X — > X un revetement 
etale. II existe une isometrie antilineaire a : H Q 2 \(X, Vt r ~ <g> J 7 ) — > H? 2 ^ q (X, fi~~ r <g> J 7 *) si 
n est la dimension (pure) de X . 

3.16. Cas galoisien. Dans le cas particulier ou le revetement p : X — > X de la variete 
complexe compacte X est galoisien, de groupe T, ona une operation naturellejlu groupe V 
sur tous les objets definis precedemment : J 7 , p*(2)J~ > C( 9 2 ) k>c(^'-^)' H?2)&,F), . . . , et ce 
pour tout q > et tout recouvrement de Stein p-simple U. On a done aussi une action de 
T sur les espaces de cohomologie H^X^J 7 ), H^X^J 7 ), H^X,? 7 ). Dans le cas ou X 

est compacte, cette operation induit une action unitaire sur l'espace de Hilbert C^(U, J 7 ). 

3.17. Proposition. Soit p : X — > X un revetement galoisien de groupe V de la variete 
complexe compacte X ; soit T un faisceau coherent sur X , et U un recouvrement de 
Stein ouvert, hni et p-simple de X. Cette action dehnit une action de V sur Hfy(X,iF) 
qui preserve chacune des semi-normes prehilbertiennes (equivalentes entre elles) dont cet 
espace peut etre muni. En particulier, V agit sur H_^(X , J 7 ) et H (2){X , J 7 ), de maniere 
unitaire sur ce dernier espace (qui est de Hilbert). 

§ 4. Theoremes d'annulation. 

4.0. Les nombreux resultats d'annulation accessibles par les techniques L 2 usuelles vont 
en general se transcrire mot pour mot pour donner des versions s'appliquant en cohomolo- 
gie L 2 . Nous presentons ici quelques enonces parmi les plus fondamentaux. 
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4.1. Theoreme de Kodaira-Serre L 2 . Soit X une variete projective lisse, et T un 
faisceau analytique coherent sur X. Soit C un fibre en droites ample sur X et p : X — > X 
un revetement etale de X . II existe mo = mo(C, J 7 ), independant du revetement p, tel que 
H q {2) (X, F{m)) = siq>0 et m > mo (on pose ici comme d'habitude J-(m) := jF(g>£ m ). 

Demonstration. T admet une resolution localement libre de longueur < r < n = 
dimc(^). Si r = 0, T est localement libre, et le resultat est consequence directe de 3.5 
ci-dessus et de l'existence de solutions L 2 a Pequation : dv = w, avec dw — et w section 
L 2 de J 70 ' 1 ([D], theoreme 5.1). 

Sinon, on procede a nouveau par recurrence sur r, supposant le resultat vrai pour r — 1 > 0. 
Dans ce cas, l'assertion resulte immediatement de la suite exacte longue de cohomologie 
L 2 (theoreme 3.2) associee a la suite exacte de faisceaux : O^Q^Ti^J-'^O, ouTi 
est localement libre et oil Q admet une resolution localement libre de longueur (r — 1). [j 

4.2. Exemple (Cet exemple a partiellement motive la construction presentee ici). Soit 
X une variete projective, T et C des faisceaux analytiques coherents sur X, avec C fibre 
en droites ample. Soit p : X — > X un revetement etale de X et Y un sous-schema (non 
necessairement reduit de X). II existe mo := mo(.F, C, X, Y) tel que, pour m > mo le 
morphisme de restriction naturel 

tf ( ° 2) (X, T®C m )^ H Q {2) (Y , F\ Y ® C^ Y ) 

soit surjectif. On utilise en effet la suite-exacte 

-> X Y T T ^ T\y — > 

ou T\y = T jX Y T est la restriction de T au sous-schema Y. Le theoreme de Kodaira-Serre 
implique I'annulation du groupe 

Hl 2) {X,X~T®C m ) 

pour m > mo assez grand, d'ou le resultat. Ceci s'applique entre autres au cas oil Y est le 
schema ponctuel associe a l'anneau Ox/X^ +1 des jets d'ordre k de fonctions en un point 
a de X. On voit alors que les fc-jets de p*( 2 ) <g> £ m ) sont engendres pour m > m assez 

grand par les sections globales L 2 du faisceau jF(g>£ m sur X (il faut voir que m peut etre 
choisi independant de a, mais c'est immediat en controlant un tant soit peu les resolutions 
libres globales des anneaux Ox/X^ +1 ). [] 

Les resultats suivants sont des transcriptions immediates des resultats L 2 classiques 
pour les varietes kahleriennes completes ([AV], [D]), et nous les enongons done sans com- 
mentaires (le corollaire 4.5 etant par exemple deja mentionne dans [K], 11.4). 

4.3. Theoreme de Akizuki-Kodaira-Nakano L 2 . Soit X une variete projective lisse 
de dimension complexe n, p : X — > X un revetement etale de X et £ un fibre en droites 
ample sur X . Alors on a 

H q {2) (X, tt r ~ ® C) = sig + r>n + l. 
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4.4. Theoreme de Nadel L 2 . Soit X une variete compacte (projective ou de Moishezon), 
lisse, p : X —> X un revetement etale de X et C un fibre en droites sur X . On suppose que 
C possede une metrique hermitienne singuliere h dont la (1, l)-forme de courbure 0/ l (£) est 
positive au sens des courants, minoree par une (1,1) forme de classe C°° deGnie positive. 
Alors on a 

H q {2) (X, K~ ®C®1(h)) = pour tout q>l, 

ou 1(h) C Ox designe V ideal multiplicateur des germes de fonctions holomorphes f telles 
que J \f\ 2 e~ v < +oo (e~ v designant le poids qui represente localement la metrique h). 

4.5. Corollaire (Theoreme de Kawamata-Viehweg L 2 ). Si X est une variete de 
Moishezon lisse et p : X — > X un revetement etale de X. On suppose donne un fibre en 
droites C numeriquement equivalent a la somme d'un Q-diviseur D nef (numeriquement 
effectif), et d'un Q-diviseur effectif E. 

(i) Si D est gros, alors (X, K~ ®£®1(E)) = pour tout q>l. 

(ii) Si D est de dimension numerique v < n = dim X , Vannulation a lieu pour q > n — v. 

(iii) Si D est de dimension numerique v < n et si V ideal 1(E) est un faisceau inversible 
(i.e. Videal d'un diviseur effectif), la cohomologie separee H^^X^C -1 <S> (T(E))~ X ) 
est nulle pour tout q < v. 

Demonstration. Rappelons que 1(E) est le faisceau associe a (p = |log|^|, ou g est 
un generateur de O(-kE). La preuve de 4.5 consiste en une reduction a 4.4, a peu pres 
identique a celle effectuee dans le cas classique. 

(i) Si D est ample, le resultat resulte directement de 4.4, en munissant 0(D) d'une metrique 
lisse a courbure positive et 0(E) de la metrique associee au poids (dont la courbure 
est le courant d'integration [E]). En general, si D est seulement nef et gros, on peut ecrire 
D = D' + F avec D' ample et F un Q-diviseur effectif aussi petit que Ton veut. On peut 
en particulier supposer que 1(E + F) = 1(E). 

(ii) On se ramene au cas ou la dimension numerique est maximale par un argument classique 
de sections hyperplanes et un raisonnement par recurrence sur la dimension. De fagon 
precise, on choisit un diviseur lisse Y tres ample dans X et on considere la suite exacte 
courte 

K X ®C^ K x ® 0(Y) ® C -> K Y ® C\ Y -> 0. 

L'annulation de la cohomologie du terme central est obtenue par Kodaira-Serre en prenant 
Y assez grand, tandis que l'annulation de la cohomologie en degre q — 1 du terme de droite 
resulte de l'hypothese de recurrence. 

(iii) C'est un cas particulier de (ii), si on utilise la dualite de Serre. II serait interessant 
de savoir si la cohomologie non separee H^(X, £ _1 ® (1(E))~ X ) est nulle elle aussi. La 

difhculte est que c'est une cohomologie "duale" d'une cohomologie L 2 , qui ne s'obtient pas 
directement par application d'estimations L 2 globales. [] 
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§ 5. Theoreme de finitude et theoreme de l'indice. 

5.0. Notre objectif est ici d'etendre au cas de faisceaux analytiques coherents quelconques 
le theoreme de l'indice I? de Atiyah [A]. La preuve en est purement formelle a partir des 
resultats des sections precedentes. 

5.1. Theoreme. Soit X un espace analytique compact et T un faisceau analytique 
coherent sur X . Soit p : X — > X un revetement etale galoisien de groupe V. Pour tout 
q > 0, le groupe H q ^(X,F) est un T-module L 2 de presentation finie. En particulier, 

la T-dimension de H^^XjJ 7 ), notee /i^(X,JF) est (un nombre reel) Gni. De plus, la 
caracteristique d'Euler L 2 

n 

X(2)(X^) :=X)(-1)%)(^,^) 

g=0 

sur X est egale a la caracteristique d'Euler ordinaire: 

n 

x ( 2)(x, t) = X (x, r> := ^(-i) g ^(x, T). 

(Voir l'appendice pour les notions hilbertiennes requises, en particulier 6.4 et 6.5). 

Demonstration. Si X est lisse et T localement libre, c'est le theoreme de l'indice L 2 
d' Atiyah ([A]). En general, on raisonne par recurrence sur la dimension n = dimX, en 
utilisant un devissage de T et une resolution des singularites. Supposons le theoreme deja 
demontre en dimension n — 1 ; les resultats sont triviaux en dimension 0, car si X = {p}, 
on a 

X (X,F) = h°({p}, F) = dimT p 

tandis que H^ 2) (X,F) = £ 2 (T) ® F p , d'ou X(2)(X,F) = dim T v . 

En general, si X n'est pas reduit, on peut considerer sa reduction X re d et la filtra- 
tion de T par les M p J r , ou M designe l'ideal des elements nilpotents de Ox- Le gradue 
M V T I M pJrl T de cette filtration est constitue de faisceaux coherents sur Ox rcd - Par ad- 
ditivite de la caracteristique d'Euler (ordinaire ou L 2 , grace a 3.2), on est ramene au cas 
ou X est reduit. Si X n'est pas lisse, onjatilise le theoreme de Hironaka pour trouyer une 
desingularisation / : Y — > X. Soit p' : Y le revetement image reciproque de p : X — > X 
par / et Q = f*J-, qui est un faisceau coherent sur Y. On a un morphisme naturel injectif 
J~ f*G, et le faisceau quotient f^Q/J 7 est a support dans le lieu singulier X s [ ng . D'apres 
l'hypothese de recurrence, les resultats sont vrais pour le faisceau quotient f*QjT, et on 
est done ramene a traiter le cas du faisceau image directe f*Q. On utilise alors les suites 
spectrales de Leray 

H*(X,R*f*g) ^ H*(Y,G), 
Hfa(X,ITf <2) g)^Hf 2) (Y,<}) 
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(l'existence de la deuxieme suite spectrale est une consequence du theoreme de Leray et 
de la Proposition 3.3). Supposons que le resultat soit deja demontre dans le cas d'une 
variete lisse. Alors x(Y, £/) = X{2)iX-,Q) puisque Y est lisse, et de meme pour q > on a 
x(X, R q f*Q) = X(2)(X, R q f*(2)G) pour q > par hypothese de recurrence sur la dimension 
(les faisceaux R q f*G, q > 0, sont supportes par X s - ing qui est de dimension < n — 1). 
Comme il y a preservation de la caracteristique d'Euler dans les differents niveaux d'une 
suite spectrale, il y a equivalence a prouver le resultat pour la paire (X, R°f*G) ou pour 
la paire (Y,Q), ce qui fait qu'on est ramene au cas ou l'espace ambiant X est lisse de 
dimension n. 

Dans ce cas, soit .Ftors la partie de torsion de T . Cette partie est a support en 
codimension n — 1, done Phypothese de recurrence s'y applique. La suite exacte 

— > T tors ^> T ^> T I T tors ~~ * 

et l'additivite de la caracteristique d'Euler montre que Ton peut supposer T sans torsion. 
En appliquant de nouveau le theoreme de Hironaka, il existe une modification analytique 
propre / : Y — > X, tel que Q = f*T soit localement libre sur Y. Des arguments identiques 
a ceux qui precedent ramenent la preuve du cas de la paire (X, T) au cas de la paire (Y, Q). 
On conclut en appliquant cette fois le theoreme de l'indice L 2 de Atiyah [A] a (Y, Q). [) 



§ 6. Appendice : presentation hilbertienne et T-dimension. 

6.1. Definition. Soit H un espace vectoriel complexe. Une presentation hilbertienne 
de H est la donnee d'une application lineaire continue 5 : C — > Z entre deux espaces 
de Hilbert et d'un isomorphisme (algebrique) (Z/SC) i— > H. On note (SC) (resp. (SC)) 
V image dans Z de C (resp. son adherence). 
Associee a une telle presentation est definie une suite exacte : 

0^H=: (SC/SC) -> H =: (Z/SC) ^H:= (Z/SC) -> 0. 

On appelle H_ (resp. H) le noyau (resp. la reduction) de H relative a cette presentation 
hilbertienne. 

(Ces notions ne dependent que de la classe d'equivalence des espaces de Hilbert). 
Une application entre deux presentations hilbertiennes S : C — > Z et 8' : C — > Z' est un 
diagramme commutatif s : C — > C et r : Z — > Z' d 'applications lineaires continues telles 
que rS = S's. Une telle application induit un diagramme commutatif : 

► H > H »■ H »■ 

(6.1') 

► H' > H' »■ H' »■ 



r 
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Deux presentations hilbertiennes sont dites compatibles s'il existe une application entre 
elles. 

6.2. Proposition. La situation etant celle decrite en 6.1, alors : 

i. Si [r] est surjective, f est surjective. Si [r] est injective, r est injective. 

ii. Si [r] est bijective, f et r sont bijectives. Done : f est une equivalence d'espaces de 
Hilbert. (En particulier, deux presentations hilbertiennes de H fournissent le meme noyau 
et la meme reduction de H). 

Demonstration (de 6.2). La premiere assertion est evidente. Pour etablir la seconde et 
montrer que r : (Z/SC) — > {Z' /S'C) est injective, if faut verifier la propriete suivante : si 
r(z) G (S'C), alors z G (SC). Remarquons que, puisque [r] est surjective, l'application 

-S' © r : C © Z -> Z' 

est surjective. Soit K son noyau. Alors (— 5' (Br) admet un relevement continu cp : Z — > K 1 - 
qui est un isomorphisme d'espaces de Hilbert (ou K 1 - est l'orthogonal de K) 

K={(c',0\m = S'(c')}. 

Soit alors (z + SC) G Ker(r) ; on a done : r(z) = z' G (S'C), et z' = lim^^c^). Soit 
(Y n , z n ) := (c' n , z) —ip(z' — S'(c' n )) G K, on a ip(z' - S'(c' n )) — > et z n — > 2, en particulier. 
Or, 

-5'( 7 ;) + r(z n ) = (-5' © r)( 7 ;, ^n) = -^(c^) + r(z) - (z' - S'(c' n )) = r(z) - z' = 0, 

done r(z n ) = 5'7^, et z n G par injectivite de [r]. On a done bien z G (<5C) comme 
annonce. J 

6.3. T-presentation. Soit V un groupe discret agissant sur l'espace vectoriel complexe 
H. Une T-presentation hilbertienne S : C — > Z de if est une presentation hilbertienne telle 
ue r agisse de maniere unitaire et equivariante sur C et Z, Taction sur le quotient (Z/SC) 
etant celle sur H. Une telle presentation munit H_et H d'une action de V, qui est unitaire 
sur H. 

6.4. T-dimension. Soit V un espace de Hilbert muni d'une action unitaire de V. On 
dit que V est de T-dimension finie s'il existe un sous-ensemble fini {v±, . . . , v m } de V tel 
que le sous-espace vectoriel engendre par les (7.^) (7 G V, 1 < % < m) soit dense dans V. 
De maniere equivalente, V est un quotient ou un sous-espace de (l 2 (T) ©c C m ), ceci de 
maniere compatible avec les actions naturelles de V (triviale sur C m ). 

Dans cette situation, on definit la T-dimension dimr(U), qui est un nombre reel (inferieur 
ou egal a m, ici, et independant du choix des (i>i)). Voir [P] pour cette notion. Les 
proprietes fondamentales (utilisees ici) de cette notion sont les suivantes : 
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(6.4 
(6.4 



1) 
2) 



dimr(l / ) > 0, avec egalite si et seulement si V = 0. 
Si V est isomorphe a un sous-espace dense de W, alors 



dinir V = dinir W. 



(6.4 



3) 



Si v = w e w 



(somme directe orthogonale), alors : 



dinir V = dinir W + dinir W' . 



(6.4.4) dinir (^ 2 (r)) = 1. 

(6.4.5) Si T est un groupe fini de cardinal |T|, alors dinir V = |r| _1 dime V. 

6.5. r-presentation finie. Soit 7 : C — > Z une T-presentation de l'espace vectoriel 
complexe H, muni d'une T-action. On dit que (5 : C — > Z) est une T-presentation finie de 
H si C et Z sont de T-dimensions finies. Alors (5C) est de T-dimension finie au plus egale 
a celle de C, et H est aussi de T-dimension finie. En fait, dimr H = dimr Z — dimr SC. 
On pose alors dim r H = dim r H. 

Remarquons que cette definition peut etre donnee meme si C n'est pas suppose etre de 
T-dimension finie. 
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